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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ óíêöèé â êëàññå îðèåíòèðîâàííûõ êîí-
òàêòíûõ ñõåì (ÎÊÑ) ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà âåñ è ÷èñëî ñìåæíûõ êîíòàêòîâ.
àññìàòðèâàþòñÿ ÎÊÑ, â êîòîðûõ èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ìîæåò èñõîäèòü íå áîëåå λ
äóã. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåñà âåðøèíû ÎÊÑ, êîòîðûé ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì λ , åñëè â âåðøè-
íó âõîäèò îäíà äóãà è λ(1 + ω) , ãäå ω > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äàëåå îáû÷íûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ âåñ ÎÊÑ êàê ñóììà âåñîâ âåðøèí, âåñ áóëåâîé óíêöèè êàê ìèíèìàëüíûé
âåñ ðåàëèçóþùèõ åå ÎÊÑ è óíêöèÿ Øåííîíà Wλ,ω(n) êàê ìàêñèìàëüíûé âåñ áóëåâîé
óíêöèè îò n ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîé óíêöèè Øåííîíà ïðè λ > 1 è ïðîèçâîëüíîì ω > 0












Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì ââåäåíèå îãðàíè÷åíèé íà êîëè-
÷åñòâî èñõîäÿùèõ èç âåðøèí ÎÊÑ äóã âëèÿåò íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óíêöèè
Øåííîíà Wλ,ω(n) è íà ïåðâûé îñòàòî÷íûé ÷ëåí åå ðàçëîæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî îò âåëè-
÷èíû ω çàâèñèò òîëüêî êîíñòàíòà â ÷ëåíå O(1) .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâà óíêöèÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà, ñëîæíîñòü,
óíêöèÿ Øåííîíà, îöåíêà âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå óíêöèè Øåííîíà, ñâÿçàííîé ñ ðåà-
ëèçàöèåé áóëåâûõ óíêöèé â êëàññå îðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì
1
(ÎÊÑ) ñ
íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà âåñ è ÷èñëî ñìåæíûõ êîíòàêòîâ.
Ïóñòü U  êëàññ âñåõ ÎÊÑ, à Uλ  êëàññ ÎÊÑ Σ òàêèõ, ÷òî ïîëóñòåïåíè èñõîäà
âåðøèí Σ íå ïðåâîñõîäÿò λ . Âåñîì âåðøèíû v ÎÊÑ Σ èç êëàññà Uλ íàçîâåì
λ , åñëè â v âõîäèò îäíà äóãà è λ(1 + ω) , ãäå ω > 0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîä
ñëîæíîñòüþ L(Σ) ïðîèçâîëüíîé ÎÊÑ Σ áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî êîíòàêòîâ â íåé.
Âåñîì Wλ,ω(Σ) ÎÊÑ Σ èç êëàññà Uλ íàçîâåì ñóììó âåñîâ âåðøèí Σ . Îòìåòèì,
÷òî åñëè Σ ∈ Uλ , òî L(Σ) 6 Wλ,ω(Σ) .
Ñëîæíîñòüþ L(f) (ñîîòâåòñòâåííî, âåñîì Wλ,ω(f)) áóëåâîé óíêöèè f íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êîíòàêòîâ (ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëüíûé âåñ) ÎÊÑ Σ ,
Σ ∈ U (ñîîòâåòñòâåííî, Σ ∈ Uλ ), ðåàëèçóþùåé f . Ôóíêöèè Øåííîíà, ñâÿçàííûå
ñ óíêöèîíàëàìè L(f) è Wλ,ω(f), îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:
L(n) = max
f(x1,...,xn)




Ïîíÿòèÿ, êîòîðûå â äàííîé ðàáîòå íå îïðåäåëÿþòñÿ, ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â [1, 2℄.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå 2n/n óíêöèè Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè îðèåíòèðî-
âàííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ


















Â ðàáîòå [5℄ îöåíêè äëÿ L(n) áûëè âïåðâûå óòî÷íåíû, à èìåííî: áûëà ïîëó÷åíà












Â ðàáîòå [6℄ áûëà ïîëó÷åíà ÀÎÂÑÒ äëÿ óíêöèè Øåííîíà, ñâÿçàííîé ñ ðåà-
ëèçàöèåé áóëåâûõ óíêöèé â êëàññå äâîè÷íûõ ðåøàþùèõ äèàãðàìì (BDD) (ñì.,
íàïðèìåð, [2, ãë. 2,  7℄) ñ âåñîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â ýòîé ðàáîòå âåñ âåðøèíû
BDD ïîëàãàëñÿ ðàâíûì 1, åñëè â âåðøèíó âõîäèò îäíà äóãà è (1 + ω) , ω > 0 , â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ðàáîòå [7℄ ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ êîíòàêòíûõ ñõåì ñ îãðàíè÷å-
íèåì íà ñòåïåíè âåðøèí è áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèè
Øåííîíà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü âåñîâûõ îãðàíè÷åíèé â êëàññå BDD [6℄ è ñòðóêòóð-
íûõ îãðàíè÷åíèé [7℄ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ÎÊÑ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ












2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Äëÿ íàáîðà (α1, . . . , αn) åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî êóáà {0, 1}
n
áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñîêðàùåííóþ çàïèñü α˜ . Ïóñòü f(x1, . . . , xn)  áóëåâà óíêöèÿ, òîãäà íàáîð
(x1, . . . , xn) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç x˜ , à ìíîæåñòâî {x1, . . . , xn}  ÷åðåç X .
Íà íàáîðàõ åäèíè÷íîãî êóáà {0, 1}n áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëåêñèêîãðàè÷åñêèé
ïîðÿäîê, êîòîðûé çàäàåòñÿ íóìåðàöèåé ν : {0, 1}n → [0, 2n) òàêîé, ÷òî äëÿ íàáîðà
α˜ = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 1}
n
åãî íîìåð ν(α˜) ðàâåí α12
n−1 + α22
n−2 + · · ·+ αn2
0
.
Ïóñòü D  ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ Y óíêöèè ψ(y˜) íà êîì-
ïîíåíòû Y1, . . . , Yd . àçáèåíèå D íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðíûì ðàçáèåíèåì ïåðåìåííûõ
óíêöèè ψ(y˜) [8, 3℄, åñëè äëÿ ëþáîãî i , i = 1, . . . , d , è äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé y ,
y ∈ Yi , íàéäåòñÿ êîíñòàíòà σ ∈ {0, 1} è íàáîð (α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αd) ∈ {0, 1}
d−1
òàêèå, ÷òî åñëè çàìåíèòü êàæäóþ ïåðåìåííóþ èç ìíîæåñòâà Yj , j = 1, . . . , i−1, i+
+ 1, . . . , d , êîíñòàíòîé αj , òî óíêöèÿ ψ ñîâïàäåò ñ y ⊕ σ .









íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ðàçáèåíèÿ D .
2
Âñå ëîãàðèìû â äàííîé ðàáîòå áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2.
3
àâåíñòâî h(n) = t(n) ±O(g(n)) îçíà÷àåò, ÷òî |h(n)− t(n)| = O(g(n)) .
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Ïóñòü D  ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà êîìïîíåíòû Y1, . . . , Yd è ïóñòü Z ⊆ Y ,
à i1, . . . , ik (1 6 k 6 d)  íîìåðà êîìïîíåíò ðàçáèåíèÿ D , èìåþùèõ íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ Z . Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ∆ = (Z ∩ Yi1 , . . . , Z ∩ Yik)
ïîðîæäàåòñÿ ðàçáèåíèåì D íà ìíîæåñòâå Z .
àçáèåíèå D íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì ñ îñíîâàíèåì λ êðàòíîñòè
q è âûñîòû h , åñëè îíî äëÿ êàæäîãî i, i = 0, . . . , h−1 âêëþ÷àåò â ñåáÿ q êîìïîíåíò
ìîùíîñòè λi è, âîçìîæíî, ñîäåðæèò åùå íå áîëåå λ äîïîëíèòåëüíûõ êîìïîíåíò.
Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
4 H(D) 6 log q + c1(λ) , ãäå c1(λ) = log λ + 5 , (ñì.,
íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ λ = 2 , ïðèâåäåííîå â [8,  3℄).
Íàïîìíèì, ÷òî â [8℄ óêàçàí ñïîñîá, êàê èç ñåëåêòîðíûõ ðàçáèåíèé äëÿ èñõîäíûõ
óíêöèé ïîëó÷àòü ñåëåêòîðíûå ðàçáèåíèÿ äëÿ èõ ñóïåðïîçèöèé.
Ëåììà 1. Ïóñòü Di , i = 1, 2 ,  ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåí-
íûõ Yi óíêöèè ψi(y˜i) , Z = {z1, . . . , zt}  îäíà èç êîìïîíåíò D1 , ξ = {ξj}
t
j=1 
ñèñòåìà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà Y2 â ðàçëè÷íûå íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé è ñ Y1 ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, à ñóïåðïîçèöèÿ F ,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç óíêöèè ψ1(y˜1) â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæäîé ïåðåìåí-
íîé zj , j = 1, . . . , t , íà óíêöèþ âèäà ψ2(ξj(y˜2)) , ðåàëèçóåò óíêöèþ ψ3(y˜3) îò
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Y3 .
Òîãäà ðàçáèåíèå D ìíîæåñòâà Y3 , êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòëè÷íûå îò Z







ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòîðíûì ðàçáèåíèåì ïåðåìåííûõ óíêöèè ψ3 .
àññìîòðèì áóëåâóþ óíêöèþ îò 2λ ïåðåìåííûõ ψˆλ(u1, . . . , uλ, y1, . . . , yλ) =
= u1y1 ∨ · · · ∨ uλyλ . Ïåðâûå λ ïåðåìåííûõ u1, . . . , uλ (ñîîòâåòñòâåííî, ïî-
ñëåäíèå λ ïåðåìåííûõ y1, . . . , yλ ) óíêöèè ψˆλ áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿþ-
ùèìè (ñîîòâåòñòâåííî, óçëîâûìè) ïåðåìåííûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçáèåíèå
({u1}, . . . , {uλ}, {y1, . . . , yλ}) ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòîðíûì ðàçáèåíèåì ïåðåìåííûõ óíê-
öèè ψˆλ .
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóïåðïîçèöèè óíêöèé ψˆλ , â êîòîðûõ ïîäñòàíîâêà îäíèõ
óíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìåñòà óçëîâûõ ïåðåìåííûõ äðóãèõ. Ïðè ýòîì åñëè F
 îðìóëà â áàçèñå {ψˆλ} , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ îðìóëû F ÿâ-
ëÿåòñÿ óïðàâëÿþùåé (ñîîòâåòñòâåííî, óçëîâîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùåé
(ñîîòâåòñòâåííî, óçëîâîé) â íåêîòîðîé óíêöèè ψˆλ , ó÷àñòâóþùåé â ñóïåðïîçèöèè.




1 , . . . , a
′′
q ;x1, . . . , xn) , ãäå Σ  ÎÊÑ, îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìà
Σ èìååò âõîäû a′1, . . . , a
′
p , âûõîäû a
′′
1 , . . . , a
′′
q è çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn .
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííîé çàïèñüþ Σ(x1, . . . , xn) .
Íàïîìíèì, ÷òî îðìóëà F íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé, åñëè êàæäàÿ åå âõîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â çàïèñè îðìóëû F îäèí ðàç.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l íàéäåòñÿ àáñîëþòíàÿ îðìó-
ëà F (l) â áàçèñå {ψˆλ} , ðåàëèçóþùàÿ óíêöèþ ψ
(l)(u1, . . . , ul′ , y1, . . . , yl′′) , ãäå
l′ = λ(λl − 1)/(λ− 1) , l′′ = λl , òàêóþ, ÷òî:
1) ïåðåìåííûå u1, . . . , ul′ (ñîîòâåòñòâåííî, y1, . . . , yl′′ ) ÿâëÿþòñÿ óçëîâûìè
(ñîîòâåòñòâåííî, óïðàâëÿþùèìè) ïåðåìåííûìè;
2) ñóùåñòâóåò ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå D(l) ïåðåìåííûõ óíêöèè ψ(l) , ÿâëÿ-
þùååñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì ñ îñíîâàíèåì λ êðàòíîñòè λ è âûñîòû l 
îäíîé äîïîëíèòåëüíîé êîìïîíåíòîé, ñîäåðæàùåé âñå óçëîâûå ïåðåìåííûå;
4
Áóêâîé c ñ èíäåêñàìè áóäåì îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû.
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3) ñóùåñòâóåò (1, l′′)-ÎÊÑ T (l)(b0; b1, . . . , bl′′ ;u1, . . . , ul′) èç êëàññà Uλ òàêàÿ,
÷òî
ψ(l)(u1, . . . , ul′ , y1, . . . , yl′′) =
l′′∨
i=1
fi(u1, . . . , ul′)yi,
ãäå fi  óíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè îò âõîäà T
(l)
ê âûõîäó bi , i = 1, . . . , l
′′
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî â êà÷åñòâå îðìóëû F (1) äîñòàòî÷íî âçÿòü óíêöèþ ψˆλ(u1, . . . , uλ, y1, . . . , yλ) .
Ïîëîæèì D(1) = ({u1}, . . . , {uλ}, {y1, . . . , yλ}) . Ñõåìà T
(1)(u1, . . . , uλ) ñîñòîèò
èç âåðøèíû (âõîäà) b0 , èç êîòîðîé èñõîäÿò λ äóã, ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííûìè
u1, . . . , uλ , à êîíöû ýòèõ äóã ÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè ñ ïîìåòêàìè b1, . . . , bλ ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Ïóñòü îðìóëà F (l) , ðàçáèåíèå D(l) è ñõåìà T (l) óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì
â ëåììå ñâîéñòâàì. Ïðèìåíèì ëåììó 1 ê óíêöèÿì ψ1 = ψ
(l)
, ψ2 = ψˆλ , â êà÷å-
ñòâå êîìïîíåíòû Z âîçüìåì äîïîëíèòåëüíóþ êîìïîíåíòó ðàçáèåíèÿ D(l) ìîù-
íîñòè λl , à ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå îðìóëó è ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå åå ïå-
ðåìåííûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç F (l+1) è D(l+1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ïðè ýòîì äëÿ
ïåðåìåííûõ óíêöèé ψ2 èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæå-
íèé {ξj}
λl
j=1 . Äëÿ i = 1, . . . , λ
l





= T (1)(bi,0; bi,1, . . . , bi,λ; ξi(u1, . . . , uλ)) è îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè ÷åðåç
T (l+1) . Ïðè ýòîì âõîäíûå ïîìåòêè ïðèñîåäèíåííûõ ñõåì T
(1)




ïîìåòêè ñõåìû T (l) ñíèìàþòñÿ, à âûõîäû ñõåì T
(1)




äàìè T (l+1) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîæíî òàê ïåðåèìåíîâàòü áåç îòîæäåñòâëåíèÿ ïå-
ðåìåííûå îðìóëû F (l+1) è ñõåìû T (l+1) , à òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïåðåèìåíîâàòü
âûõîäû ñõåìû T (l+1) , ÷òî îðìóëà F (l+1) , ðàçáèåíèå D(l+1) è ñõåìà T (l+1) áóäóò
ÿâëÿòüñÿ èñêîìûìè.

















λ(λ− 1) + λh0 . (1)
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì p0 6 p < p0 +λ(λ− 1) , p êðàòíî λ , (p−λ
h−1) êðàòíî (λ−
− 1) . Îáîçíà÷èì a = (p− λh−1)/(λ− 1) . Ïðè p = λ ïîëîæèì ϕp = ψ
(1)
, D = D(1) ,
Tp = T
(1)
. Ïðè p > λ âîçüìåì îðìóëó F (h−1) , ðàçáèåíèå D(h−1) è ñõåìó T (h−1) ,
ïîñòðîåííûå ïî ëåììå 2. àçîáüåì äîïîëíèòåëüíóþ êîìïîíåíòó ðàçáèåíèÿ D(h−1)
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà Z1 è Z2 òàêèå, ÷òî Z1 = {y1, . . . , ya} , |Z2| =
= λh−1 − a . Ïðèìåíèì ëåììó 1 ê óíêöèÿì ψ1 = ψ
(h−1)
, ψ2 = ψˆλ è êîìïîíåíòå
Z1 , à ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè óíêöèþ è ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå åå
ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕp è D ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü {ξj}
a
j=1  èñïîëüçîâàâ-
øàÿñÿ ïðè ýòîì ñèñòåìà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà ïåðåìåí-





(1)(bi,0; bi,1, . . . , bi,λ; ξi(u1, . . . , uλ)) è îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ñóïåðïî-
çèöèè ÷åðåç Tp . Ïðè ýòîì âõîäíûå ïîìåòêè ïðèñîåäèíåííûõ ñõåì T
(1)
1 , . . . , T
(1)
a è
âûõîäíûå ïîìåòêè b1, . . . , ba ñõåìû T
(h−1)
ñíèìàþòñÿ, à âûõîäû ñõåì T
(1)
1 , . . . , T
(1)
a
è âåðøèíû ba+1, . . . , bλh−1 îáúÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè ñõåìû Tp . Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà
Tp ÿâëÿåòñÿ (1, p)-ÎÊÑ èç êëàññà Uλ . Ïåðåèìåíóåì áåç îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåí-
íûå óíêöèè ϕp è ñõåìû Tp , à òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïåðåèìåíóåì âûõîäû ñõåìû
Tp òàê, ÷òî
ϕp(u1, . . . , up′ , y1, . . . , yp) =
p∨
i=1
fi(u1, . . . , up′)yi,
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ãäå p′ = λ(p− 1)/(λ− 1) , ìíîæåñòâî U = {u1, . . . , up′} (ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî
Y = {y1, . . . , yp}) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óïðàâëÿþùèõ (ñîîòâåòñòâåííî, âñåõ óçëî-
âûõ) ïåðåìåííûõ óíêöèè ϕp , fi  óíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè îò âõîäà Tp ê âûõîäó
bi , i = 1, . . . , p .
Ïóñòü D1 (ñîîòâåòñòâåííî, D2 )  ðàçáèåíèå, ïîðîæäåííîå ðàçáèåíèåì D íà
ìíîæåñòâå U (ñîîòâåòñòâåííî, Y ). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå a = λh−1 (ñîîòâåòñòâåí-
íî, a < λh−1 ) ðàçáèåíèå D1 ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì  îñíîâàíèåì
λ êðàòíîñòè λ âûñîòû h áåç äîïîëíèòåëüíûõ êîìïîíåíò (ñîîòâåòñòâåííî, âûñîòû
h− 1 ñ λ äîïîëíèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî H(D1) 6 c2(λ) ,
c2(λ) = 2 logλ+ 5 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî H(D2) 6 1 äëÿ ëþáîãî a .
Ïóñòü ψ(y1, . . . , yp)  áóëåâà óíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ
ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî óíêöèé G îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm íàçûâàåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì ïîðÿäêà m äëÿ ψ , åñëè äëÿ ëþáîé áóëåâîé óíêöèè g(x1, . . . , xm) â
G íàéäóòñÿ óíêöèè g1, . . . , gp òàêèå, ÷òî g ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
g = ψ(g1, . . . , gp).
Èç [8, Ëåììà 6℄ âûòåêàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà ïîðÿä-
êà m äëÿ óíêöèè ψ íà îñíîâàíèè ñåëåêòîðíîãî ðàçáèåíèÿ åå ïåðåìåííûõ.
Ëåììà 3. Ïóñòü D  ñåëåêòîðíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Y
óíêöèè ψ(y˜) , à ∆  íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà êîìïîíåíòû Yi ,
i = 1, . . . , k , è ïóñòü ðàçáèåíèå Di , i = 1, . . . , k , ïîðîæäàåòñÿ ðàçáèåíèåì D
íà ìíîæåñòâå Yi . Òîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ s1, . . . , sk,m òàêèõ, ÷òî si >





ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî G ïîðÿäêà m äëÿ ψ òàêîå, ÷òî
G = G1 ∪ · · · ∪Gk è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) |Gi| 6 2
si+2
;
2) óíêöèè èç ìíîæåñòâà Gi èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîäñòàíîâêè íà ìåñòà ïå-
ðåìåííûõ ìíîæåñòâà Yi ;
3) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ óíêöèé âèäà g′(x1, . . . , xm−1, σ) , ãäå g
′ ∈ Gi , σ ∈ {0, 1} ,
íå áîëüøå, ÷åì 2si/2+1 .
Ëåììà 4. Ïóñòü íàòóðàëüíûå s′ , s′′ , m è p âûáðàíû òàê, ÷òî p óäîâëåòâî-




, s′′ > log p, 2m 6
λ(p− 1)
λ− 1
(s′ − c2(λ)) + p(s
′′ − 1).
Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî G ïîðÿäêà m äëÿ ϕp òàêîå, ÷òî
G = G′ ∪ G′′ , |G′| 6 2s
′+2
, |G′′| 6 2s
′′+2
, óíêöèè èç G′ (ñîîòâåòñòâåííî, G′′ )
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîäñòàíîâêè íà ìåñòà ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà U (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìíîæåñòâà Y ), è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ óíêöèé âèäà g′′(x1, . . . , xm−1, σ) ,
ãäå g′′ ∈ G′′ , σ ∈ {0, 1} , íå áîëüøå, ÷åì 2s
′′/2+1
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 3 ê óíêöèè ϕp è ðàçáèå-
íèÿì D1 , D2 , ïîðîæäåííûì ðàçáèåíèåì D íà ìíîæåñòâàõ ïåðåìåííûõ U è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïîëîæèòü s1 = s
′
, s2 = s
′′
.
Ìíîæåñòâî S ⊂ {0, 1}q íàçûâàåòñÿ m-ðåãóëÿðíûì [2, ãë. 4,  6℄, åñëè m < q ,
|S| = 2m è íàáîðû èç S èìåþò ðàçëè÷íûå ïðåèêñû äëèíû m . Çàìåòèì, ÷òî íà
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m-ðåãóëÿðíîì ìíîæåñòâå íàáîðîâ S ⊂ {0, 1}q ëþáàÿ óíêöèÿ f(x1, . . . , xq) ñîâ-
ïàäàåò ñ íåêîòîðîé óíêöèåé g(x1, . . . , xm) . Èç ðåçóëüòàòîâ [2, ãë. 4,  6℄ âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 5. Ïóñòü m < q è G = {g1, . . . , gq−m}  ìíîæåñòâî óíêöèé îò ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xm . Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ∆ = (S1, . . . , S2q−m) êóáà {0, 1}
q
òàêîå, ÷òî äëÿ i = 1, . . . , 2q−m ìíîæåñòâî Si ÿâëÿåòñÿ m-ðåãóëÿðíûì è êàæ-
äàÿ óíêöèÿ gj , j = 1, . . . , q −m , ñîâïàäàåò íà Si ñ ïåðåìåííîé xj+m èëè ñ åå
îòðèöàíèåì.
Ïóñòü s′, s′′,m, p óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 4 è G  óíèâåðñàëüíîå ìíî-
æåñòâî ïîðÿäêà m äëÿ ϕp , ïîñòðîåííîå ïî ýòîé ëåììå. Îáîçíà÷èì q = m+ |G
′|, è
ïóñòü ∆′ = (S1, . . . , S2q−m)  ðàçáèåíèå êóáà {0, 1}
q
, ïîñòðîåííîå ïî ëåììå 5 äëÿ
ìíîæåñòâà óíêöèé G′ . Îòìåòèì, ÷òî íà íàáîðàõ èç Si , 1 6 i 6 2
q−m
, ïðîèçâîëü-
íàÿ óíêöèÿ g(x1, . . . , xq) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé óíêöèåé ĝ îò m ïåðåìåííûõ,














1 , . . . , g
′′
p ).
Â òî æå âðåìÿ ïî ëåììå 5 íàéäóòñÿ áóëåâû êîíñòàíòû α1, . . . , αp′ òàêèå, ÷òî íà
íàáîðàõ èç Si óíêöèÿ g
′
ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé óíêöèåé
̂̂g âèäà
̂̂g = ϕp(xα1i1 , . . . , xαp′ip′ , g′′1 , . . . , g′′p ), (2)
ãäå m < i1 6 i2 6 . . . 6 ip′ 6 q .
3. Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè óíêöèè Øåííîíà Wλ,ω(n)
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè f(x1, . . . , xn) ïîñòðîèì (1, 1)-ÎÊÑ Σf èç êëàññà













Ïóñòü s′, s′′,m, p âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4 è ïðè ýòîì
q = m + |G′| < n . àññìîòðèì ðàçëîæåíèå óíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííûì
xq+1, . . . , xn :









ãäå x˜′ = (x1, . . . , xq) . Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçáèåíèåì ∆
′
, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
îñíîâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ f :



















′) ñîâïàäàåò ñ f(x˜′, σ˜′′) íà íàáîðàõ Si è èìååò âèä (2).
Íàïîìíèì, ÷òî ãëóáèíîé âåðøèíû êîðíåâîãî äåðåâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð íà
ïóòè îò êîðíÿ ê ýòîé âåðøèíå. Âûñîòà êîðíåâîãî äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñè-
ìàëüíàÿ ãëóáèíà åãî ëèñòüåâ.
170 À.Å. ØÈÀÍÎÂ
Ïóñòü (1, 2n)-ÎÊÑ Σn(a
′; a′′0 , . . . , a
′′
2n−1;x1, . . . , xn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîå
äâîè÷íîå êîðíåâîå äåðåâî âûñîòû n , â êîòîðîì âõîä a′ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, âûõîäû
a′′0 , . . . , a
′′
2n−1 ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè, âñå äóãè îðèåíòèðîâàíû îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì, èç
âåðøèí ãëóáèíû i , i = 0, . . . , n−1 , èñõîäÿò ïðîòèâîïîëîæíûå êîíòàêòû ïåðåìåííîé
xi , à ïóòü îò âõîäà ê âûõîäó a
′′
j , j = 0, . . . , 2
n−1 , ñîäåðæèò êîíòàêòû, ïîìå÷åííûå
ïåðåìåííûìè xσ11 , . . . , x
σn
n òàê, ÷òî ν((σ1, . . . , σn)) = j .
Âîçüìåì ñõåìó Σq(x1, . . . , xq) è äëÿ êàæäîãî i , i = 1, . . . , 2
q−m
, îòîæäåñòâèì
òå åå âûõîäíûå âåðøèíû, íîìåðà êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè íàáîðîâ èç Si .
Ïîëó÷åííóþ (1, 2q−m)-ÎÊÑ îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ′ . Çàìåòèì, ÷òî Σ′ ðåàëèçóåò ñè-
ñòåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óíêöèé äëÿ êîìïîíåíò (S1, . . . , S2q−m) ðàçáèåíèÿ ∆
′
.
Ê êàæäîìó âûõîäó Σ′ ïðèñîåäèíèì îòäåëüíóþ (1, 2n−q)-ÎÊÑ Σn−q(xq+1, . . . , xn)
òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâà âûõîäíûõ ïîìåòîê ïðèñîåäèíåííûõ ñõåì íå ïåðåñåêàëèñü
ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñõåìó ÷åðåç Σ̂ . Ïðè ýòîì ñíèìåì âûõîäíûå
ïîìåòêè ñõåìû Σ′ , âõîäíûå ïîìåòêè ñõåì Σn−q , à âûõîäû ñõåì Σn−q îáúÿâèì
âûõîäàìè Σ̂ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Wλ,ω(Σ̂) 6 λω2
q + λ2n−m.
àññìîòðèì (t, 1)-ÎÊÑ Σ′′ , t 6 2s
′′+2
, ðåàëèçóþùóþ âñå ðàçëè÷íûå óíêöèè
èç G′′ , êîòîðóþ ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä êàñêàäîâ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) ðàçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûì xm, xm−1, . . . , x1 ;
2) âñå îñòàòî÷íûå óíêöèè âèäà g′′(x1, . . . , xm−1, σ) , ãäå g
′′ ∈ G′′ , σ ∈ {0, 1} ,
ðåàëèçóþòñÿ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ âåðøèí.





Òàê êàê êàæäàÿ óíêöèÿ fσ˜′′,i(x˜
′) â ðàçëîæåíèè (3) èìååò âèä (2), òî åñòü
ñóùåñòâóþò óíêöèè g′′1 , . . . , g
′′
p , ïðèíàäëåæàùèå G
′′
, íàáîð áóëåâûõ êîíñòàíò





, . . . , x
αp′
ip′




′) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Tp ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
1) ïåðåìåííûå u1, . . . , up′ çàìåíÿþòñÿ ïåðåìåííûìè x
α1
i1





2) âûõîäû b1, . . . , bp îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ òåìè âõîäàìè ñõåìû Σ
′′
, ãäå ðåàëèçó-
þòñÿ óíêöèè g′′1 , . . . , g
′′
p ñîîòâåòñòâåííî.
Îñóùåñòâèì óêàçàííóþ îïåðàöèþ äëÿ êàæäîé óíêöèè fσ˜′′,i(x˜
′) . Ïðè ýòîì áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îäíó ñõåìó Σ′′ è 2n−m îòäåëüíûå ñõåìû Tp . Âõîäíûå ïîëþñà, â
êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ óíêöèè fσ˜′′,i(x˜
′), îòîæäåñòâèì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûõî-
äàìè ñõåìû Σ̂ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì (3) è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñõåìó












Âûáåðåì ïàðàìåòðû m , s′ , s′′ è p0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:









(s′ − c2(λ)) + s′′ − 1
 ,
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à çíà÷åíèå p âûáåðåì â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (1). Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ,
n > n0 , äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4. Òàêèì îáðà-
çîì, äîêàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ óíêöèè Øåííîíà Wλ,ω(n) .
4. Íèæíÿÿ ìîùíîñòíàÿ îöåíêà óíêöèè Øåííîíà Wλ,ω(n)
Ëåììà 6. Êîëè÷åñòâî íåèçîìîðíûõ (1, 1)-ÎÊÑ Σ , Σ ∈ Uλ , îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn òàêèõ, ÷òî Wλ,ω(Σ) 6 W, íå áîëüøå, ÷åì n
W (c3W/ logW )
(λ−1)W/λ
,
c3 = c3(λ, ω) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõåìà Σ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñîäåðæèò t
âåðøèí ñ ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà áîëüøå 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü òàêóþ ñõåìó Σ ,
äîñòàòî÷íî âûáðàòü åå îñòîâíîå íàääåðåâî D [2, ãë. 2,  1℄, ïîìåòèòü äóãè D áóê-
âàìè ïåðåìåííûõ, âûáðàòü t âåðøèí D è ïðèñîåäèíèòü ëèñòüÿ D ê âûáðàííûì
âåðøèíàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p êîëè÷åñòâî âåðøèí â Σ , òîãäà p 6 W/λ − ωt . Îò-
ìåòèì, ÷òî Σ ñîäåðæèò íå áîëåå λp ðåáåð, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü
íàääåðåâî D íå ïðåâîñõîäèò 4λp [1℄. Ïóñòü v  âíóòðåííÿÿ âåðøèíà D , òîãäà
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîìåòèòü áóêâàìè äóãè, èñõîäÿùèå èç v , íå ïðå-
âîñõîäèò (2n)λ . Âûáðàòü t âåðøèí äåðåâà D ìîæíî íå áîëåå, ÷åì 2λp+1 ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Äåðåâî D ñîäåðæèò íå áîëüøå λp− p+1 ëèñòüåâ, êîòîðûå ìîæíî ïðè-
ñîåäèíèòü ê âûáðàííûì t âåðøèíàì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó
cp4n
λptλp−p+1 , c4 = c4(λ) , íà ÷èñëî íåèçîìîðíûõ ÎÊÑ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
íà p âåðøèíàõ, èç êîòîðûõ t èìåþò ïîëóñòåïåíü çàõîäà áîëüøå 1. Ñ ó÷åòîì òîãî,










Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè óíêöèè Øåííîíà Wλ,ω(n) âîñïîëüçóåìñÿ










è òåì àêòîì, ÷òî logWλ,ω(n) 6 n− logn+O(1) .
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  09-01-00817-à).
Summary
A.E. Shiganov. On Complexity of Oriented Contat Ciruits with Limited Out-degree.
The paper studies the implementation of Boolean funtions in the lass of oriented ontat
iruits with some restrition on the weight and number of adjaent ontats. Ciruits under
onsideration are those in whih out-degree of every vertex is not more than λ . The weight of
vertex is dened as λ if its in-degree is one and λ(1 + ω) , where ω > 0 , otherwise. Weight of
the iruit is sum of weights of its verties. Weight of Boolean funtion f is dened as minimal
weight of iruit implementing f . Shannon funtion Wλ,ω(n) is maximal weight of Boolean
funtion on n input variables. For this funtion in ase when λ > 1 and for any ω > 0 we













The results shows how introdution of restritions on the out-degree of iruit's verties
inuenes asymptoti behaviour of Shannon funtion Wλ,ω(n) and term log n/n in its
asymptoti expansion. Note that value of ω inuenes only on onstant in the term O(1) .
Key words: Boolean funtion, oriented ontat iruit, omplexity, Shannon funtion,
high-auray asymptoti bound
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